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Vuelos internacionales

B, | G
B, | 3| 2
B, 1| o0
B3 1 0
By| o | 2
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2 4
327
t_ . t .
1A_<156>’ Bf={5 1];
70
7206 1 7 4
D'=14113|;E'=|7 -1 0
1072 4 0 3
1 2 -1
& Por ejemplo, X={2 3 0 |.
-1 0 4
3/21000
01020
00110
00O0O00O0
00012
00010
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18 -1 -18
1 E- (16 15 _23)
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8 2 4 5
?‘A'C=(24 —4 -1 —10); A-D=
7 14 21
-3 3 =2
B-A= 205 1 ; C-B=
-5 26 13,
-6 -1 2 5
D-C=[26 5 2 0|; D.D-=
28 38 -1 10

Algebra de matrices

S O~

3[3=(
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S = O
— O O

1 PROPIEDAD 2:

Yy 27 45 -9
\18 =27 0

|

9 15 -3 18 30 -6 27 45 -9
34A+6A= + =
6 -9 0 12 -18 0 18 =27 0
;2? 94 =34 + 64
C’= 5 4 0] PROPIEDAD 3:
-1 13 3ABSIO3O 309 0
5 AeB=31 ¢ 3 g)7\18 9 24
o |4 toag. 015 B), (21 -6 3) (309 0
=6 276 —9 0/ \12 18 24/7\18 9 24
1
3(A+B) =34+ 3B
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2ABCA36127 1526319
(B+C)= 53 1 14 3)° 5 -5 70 15
21 0 96 25
11 5 42 -1 4 -3 26 20
A-B+A-C=[15 0 45 -10|+[0 =5 25 25]|=
17 5 60 -5 4 -5 36 30
15 2 68 19
=115 =5 70 15
21 0 96 25

A-B+C)=A-B+A.-C

5OV D 36127D<—24)

B+C)»D=\3 1 143/ P=_eo

7 18 —4 BDCD(O)<_24)<_24>
— . +C - = + =

B+C)-D=B-D+C-D

22 28

39 3 Pagina 43

-9 -4 . 11yt (1 -1 ) 12\ (2 1
) Do 1) o 1 M3 4) =\32 212

3 3 —

4 31 4 L (12 .

_4 4 17 C) a matriz _2 _4 no tiene inversa.



123
& a) Lamatriz {4 5 6| no tiene inversa.
7 89
123" [0 =21
blo12] ={2 1 =2
0 4 -1 0 1
3z 1o o 25
19) 1| =|-1/5 3/5 -1/5

0 2/5 -1/5 -1/10
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3
W.M:A( 02 )

a0 O Ha )
LTS

acomea( s 5 ) o)

|
o samscr-all M)
It

“-B).C- (26 3) “=\107 3)

[\ S}

N = =
S N~

? X-= <g i), donde x e y son niimeros reales cualesquiera.

9 10 15 23 12
83 (18 6) b’( 9) C)<9 —9)

02\(02\ (00
9 (A-1y- (0 0)'(0 0)=(0 o)

1 -3
10 a) Lainversa es <

2 7 ) b) La inversa es (_

1 0 0
c) Lainversaes [0 1/2 0].
0 0 1

1 -1 -1
d) Lainversaes [0 -1 2 |.

01 -1
2 1 =70 =27
11 2 X- <0 —1> b) ¥'= <184 71)
-2 -6 -7
oZ=|2 -7 -5
2 10 6
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(V+w)
(0 +v)+w=(124,4)+w =(16,10, 1)
u+(v+w=u+(963)=(16,10,1)

1 Asociativa: (u + v) +w=u

> > -

o Commutativa: U +v = v + u
U+v=01244=v+u
o Vector nulo: v+0=v
v+0 =(5,0,6)+(0,0,0) = (5,0,6) = v
* Vector opuesto: v o+ (- 3) =0
v +(=v)=(5,0,6) + (=5,0,-6) = (0, 0, 0)
* Asociativa: (a- b) - v -a- & - ;)
(@-b)-v =(8-(5)-(50,6) =—40-(5,0,6) =
= (=200, 0, —240)
a-(b-v)=8-[-5-(50,0)

= (=200, 0, —240)

=8 (_25’ O) _30) =

o Distributiva I: (a + b) - Vea-va+b-v
(@a+6)-v =3-(50,6) = (15,0, 18)
a-v+b-v=8-(5006-5(500)=
= (40, 0, 48) — (25, 0, 30) = (15, 0, 18)

o Distributivall: a- (0 + V) =a-u +a- v
a-(u +v)=8-(12, 4, 4) = (96, 32, 32)
a-u+a-v=8-(7,4-2)+8-(50,0) =
= (56, 32, —16) + (40, 0, 48) = (96, 32, 32)

« Productopor1: 1-v = v
1-v=1-(50,6=(5,0,06)

1]
<V
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& Aplicamos la propiedad fundamental:

x(a’ 0’ 0’ 0) +_y(0’ 2) O) 0) + Z(O) 0) ]‘) 0) + t(g’ 2’ 1’ 4) =
= (O’ O’ 0’ O)

Esta igualdad da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

3x + 3t=0
2y + 2t=0 .
sus soluciones son: x =0, y=0,
z+ t=0
z=0, t=0
4r=0

Por tanto, los vectores son L.I., pues la tinica combinacién
lineal de ellos que da lugar al vector cero es la que se obtiene
con coeficientes todos nulos.

8 3x+ 3t=0
2y+ 2t=0p sus soluciones son: x =-A, y=—A,
z+ t=0) z=A t=)

Como hay soluciones distintas de la solucién trivial, los vec-
tores son L.D.

4 2x+ y =0
—4x + z=0¢ Este sistema tiene como solucién dnica
Tx+2y+2z=0| *= 0, y=0, 2=0.
Por tanto, los vectores son linealmente independientes.

8  Aplicamos la propiedad fundamental:
x(1,0,0) +y(1, 1, 0) + 2(0, 0, 0) = (0, 0, 0)

Si hacemos x=0, y=0, z puede tomar cualquier valor,
por tanto, los vectores son linealmente dependientes.

—>

* Si en un conjunto de vectores uj, u,, ..., u, estd el
vector cero, podemos conseguir una combinacién lineal

de ellos:

—> —-> —->

Xju;p=x%Uy+...+x, ju, ;+x,0 =(0,0,0,...,0)

enlaque x;=x;,=...=x,_ ;=0 y x,=0. Como no to-
dos los coeficientes son nulos, los vectores son linealmente
dependientes.
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1 mun(A)=3, an(B) =2, ran(C) =2, ran(D) =3
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1 Hazlo tu.
5 1
2 -10
r_ | t_
A+B)Y=(-21 C_<103>
0
11 -5 3 5 -1 9
(A+B)'C'=|-3 2 3 At.Ct=|-4 2 0
1 0 3 3 -1 3

6 -4 -6 11 -5 3
B*.C'={1 0 3 A'-C'+B*-C'=(-3 2 3
-2 1 0 1 0 3

La igualdad es cierta.

2 Hazlo tu.
a=4

3 Hazlo tu.
dl = 2, 612 = 1
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5 Hazlo tu.

B-= (ﬂ b), con 4, be R.
0 a
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6 Hazlo tu.

A?—A=1 - AA-I)=1 - A-1 eslainversade A4,
luego A es invertible.

7 Hazlo tu.

X20—6
S T\2 12
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9 Hazlo tu.

()

10 Hazlo tu.
X 1 1)
“\2 2
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11 Hazlo tu.
" 271—1 2}1—1
A = (27!—1 27!—1)
12 Hazlo tu.
Sim=-1 = ranM)=2. Si m=-1 — ran(M) = 3.
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14,=+1, /=0

Bx;=2,91=2,21=-1; x,=-2, =2, zp=1
X3==2, y3==2, zz3=—1; x4=2, yy=-2, z4=1



4 3
3X:(—3 2)

4 Independientemente del valor de % ran (M) = 2.

31

5X=<2 1)
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4 -8 4 3
1A(3X2)'B(2X4)= 6 0 _6 _3
3 -4 1 1

30
Baxay-Daxn =\ ¢

B_2C 9 -10 1 -1
B-20=1g 5 5 3
B x4y - Cox4 — No se pueden multiplicar.
(25 -15 5 10
-15 9 -3 -6
D1y Dl xgy = 5 3 1 2
10 -6 2 4
4 0 32
za)A.B=<8 _1> b)B-A=(2 0)
1/2 1/4 2 8
-1 _ _ —
0B _<1 0) d) A+ B)A B)_<14 0)
3 6 18 4
2 2 _ 2 _
¢)A°-B ‘(20 _1> £) (4 +B) ‘<14 14)
19 2
2 2 _
g) A“+B +2AB—(20 13)
4 0 8 000
BA+I=|3 0 6 |; A+D*={0 0 0|; A>=24A-1
-2 0 -4 000

4 N cslainversade A.

0 -1 -1 0
-1 _ -1 _ . -1 _
547 = (1/2 1/2) B~ = (1/2 1/4)’ ™= (

2

o>

0
00
00)
00

A3=A%. A=
DU+A+AD) (I-A)=1-A+A-A*+ A2 - A3 =
=[-A3=71-0=1

0
62 A%=1(0
0

oS O O

S O O

7 a) 9 _8 4
A*=A-A=| 4 -3 2
-8 8 -3
10 -8 4 100 9 -8 4
2A-1=4 -2 2|-[010]|=[4 -3 2
-8 8 -2/ 001/ \-8 8 -3/
17 -16 8
b)A4:(8 -7 4)
16 16 -7
-1 0 1 -1 0 0 000
8A%2=|1 4 4 |;A4%={0 -1 0|;A3+I={00 0
-1 -3 -3 0 0 -1 000

Por tanto: A0 =-4
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9 ran(A) =2; ran(B) =2; ran(C) = 1; ran(D) = 2;
ran(E) = 3; ran(F) =3
10 ran(A) =3 — 3 columnas L.I.en A.
ran(B) =2 — 2 columnas L.I. en B.
ran(C) =2 — 2 columnas L.I.en C.

ran(D) =4 — Las cuatro columnas de D son L.I.

11 e Sim=—-1 = mn(A)=3. Si m=—1 = rn(4) =2
*Sim#3ym=z-2 — ran(B)=3
Si m=3, m=-2 — ran(B) =2

*Sim=0o0m=-3, ran(C)=1ysi m=0 o m=-3,
ran(C) = 2.

e Sim=z0 = man(D)=3. Si m=0 = ran(D) =2

'Sim¢%%r¢zn(E)=2. Si m= — rman(E) =1

1
2

e Sim=2 > man(F)=2. Si m=1 — ran(F) =2
Si m=-1 = ran(F)=2

Sim#2, m#z1ly m#-1 — ran(F) =3

20 =2
12X=(42 1)

00 3
_=5. .. =7

13x-4,y i

1 2 -1 20 3
14 A=(34 0|, B=|41 =2

10 2 21 3

5 10 15
15X=<7 6>; Y=<2 2)



a b
16 x- (O a)
1 —-1/2 4 -3 -3/2
_1_ _
17 2) B ‘<_1 1) b)X‘<—5 5 1)
c) M debe tener dimensién 3 X 3.
d) N debe tener dimensién 3 X 2.
0 -1 3 1 -4 0
_1_ _
18 2) 4 ‘<1 4) b) X = (—11 -1 14 —2>
1 -10 -1 -1 0
19 )A4'=|0 1 0 b)X:(O -1 0)
2 21 2 2 -1
20 a) X=B(A-C)! b) X = 0 -1
yA=oE “\32 1
0 1 1 -1
21 a) V= (3 _1>;X= (o 2)
0 -1
b)Z=<34 21)
) x> —1 —x—y
22 a) A° = ) b) y=0, x=2
xX+y Yy -1
100
23 a) Existe Bl si m=0. B~'={0 1 0
011
03 -2
b) = (2 3 6)

000

24 2) (A-1)%= (o 0 o)
000

1

1 1
A(A[):(Z 2 2
-3 -3 3

bDA-IT=AA-1) — A-T=A*-A — —-A%+24=

= ACA+2D) =T

¢) Llamamos B=A—-1. B*=0
Si B fuerainvertible, B2.B1=0.B1=0
Ademds, cualquier matriz cumple que:
B>.B'=B.B-B'=B.I=B
Tendriamos entonces que:
B*.B7'-0
B*.B7'-B
Por tanto, B=A— I no es invertible.

dAr=-1

21
s x- (|

} — B =0, lo cual es falso.
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1
26 A" = (0
0
4
7 A%- (3
0

28 =1
29 run(M) =

~\o 3”
0 1
4 1 4

1 -1 0

3 para cualquier valor de 4

e Si /e:—% — ran(N) =2

. Si /ei_% = ran(N) =3

*Si k=2 — mn(P)=1
*Si k-2 — ran(P)=2
*Si k=2 — ran(Q)=2
*Si k22 — ran(Q)=3

|

30 x-|” b)
“\0 «
0 -6
31 X- <_2 _12>
29
82 a)a=b=c b) B0 = (2°
0
83 Hay dos soluciones:

4

I %§ x2=—§,)’2=—

4
5

ga x- (OO x- (2 9). x2(°9). x
=\ 2/ X=1s o) X=10 o)) X=
100
85 x- (010
001
0 1/5
36 X=(1 7/5)
B7 2) X=A'.2B-24"'B  b)X- (
Hoj. 0,01
Can. | 0,05
88 2) C= 4 1 o0.04
sal 10,001
o g (44750 19000 34250 5500
)AB =1 46300 20100 36000 5950

|

4 1
3 1|3 A°=L A =(-3 -3 -1

1

0 2

-2 —2>

-1

20
0 2

|



La matriz que hemos obtenido, AB, expresa, por filas,
la cantidad, en gramos, de cada uno de los materiales
necesarios para fabricar todas las latas que demandan
los almacenes.

4,41
BC=17,115
6,06

La matriz BC representa el coste de los materiales uti-
lizados en una unidad de cada tipo de lata L, L,, L.

2773
2913,95
Este dltimo producto de matrices, ABC, nos indica

el coste, en materiales de fabricacién, de todas las latas
que demanda cada uno de los dos almacenes.

ABC:(

39 a) PG
43 ©P
L3
P (24
L4 54;G<46>
L5165
b) P G C B
CB
L3 (4 3 P2 4 L3 (20 34
L4 (5 4]- = 14 |26 44
G\4 6
L5165 L5 \32 54
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40 a) Es un sistema compatible indeterminado, luego si es
posible hacerlo y hay infinitas formas de conseguirlo.

b) Si hacemos y = A, obtenemos:
x=A y=A, z=3, t=6-2A

Como las cantidades no pueden ser negativas, ha de ser

0<A<3.
-3 4 -2
41 ) A '=-A+21 b)A'=|-2 3 -1
4 -4 3
0 00
42 X=(1 4 3
331

43 (A+B)-(A-B)=A%*-AB+ BA— B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA;
y, en general, no es cierto para dos matrices cualesquiera.

1
100 1
44a)No.A=<210);B= 3 —>A-B:<4>

100

b) Si,si A= (2 10

) y B=(1 2) > B-A=(5 2 0)

48 No tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

120 -1 3 1
SiA={211)yB=(3 -1 0|, entonces:
011 1 0 -1
51 1
A-B=12 5 1| noessimétrica.
4 -1 -1

, : 01y , (01 (00
46 Si, por ejemplo: A = (0 0), A :(0 0) :(O O)

-1 0 O 000
a7 A=l0 -1 0] —> A*+7=[00 0
0 0 -1 000
0 -3 —4
A%=(-1 4 5
1 -3 —4
a;; 0 0 by; 0 0
48 SiA=|0 a4y, O |yB=|0 b,, 0 |, entonces:
A'BZ 0 dzzbzz 0
a1 a by, b
49 Si A= ( H 12) y B= (bu 512 entonces:
4y 4 21 Y22

A.
ay by +aybyy aybi+aynbs,

B- (411 by1+aybyy ay by + ﬂlzbzz)
— tV(A . B) = ﬂllbll + 412521 + d2lb12 + ﬂzzézz
B.A- byiay + bpay byayp+bpay
byrayy +byay  byayy+byay
— tV(B . A) = ﬂllbll + ﬂ21b12 + ﬂlzbZI + ﬂzzbzz
80 a) Verdadero. No varfa, puesto que la matriz que obte-
nemos tiene, como maximo, dos filas o dos columnas,
luego su rango no puede ser mayor que dos. Por otra

parte, como la nueva matriz contiene a A, el rango tie-
ne que ser > 2, es decir, el rango de la nueva matriz es 2.

b) Verdadero. X—AX=B — (I-A)X=B. Multiplican-
do por (I—A)™! ala izquierda, tenemos la expresién
final para calcular X.

-1 2 10
3 -1)"\0 1

240 205l -

d) Verdadero. AB = BA. Como las dos matrices, AB y

BA, son la misma, su traspuesta también serd igual.

2
¢) Verdadero. (4 +1)? =




1
1
011

Si quitamos la tltima fila y la dltima columna, obtene-

00
e) Falso. Por ejemplo, A = 0 1| tiene rango 3.

10
mos (1 0), que tiene rango 1.

f) Verdadero, porque @;;=-a; = 24;=0 — a;=0.

123 4
g M=|432 1

555 k-1
123 4 1.3)
432 1 Q5-4-019
555 E -1 By-5-019
12 3 4 (1.9
0 -5 -10 -15 | @3
0 -5 —10 £*-21] By-@9
12 3 4
0 -5 -10 -15
00 0 £-6

La afirmacién es falsa, pues para que ran (M) = 3, debe

ser k=+4/6.

h) Verdadero. Como A es regular, podemos multiplicar
por A7! ala derecha:

(B-C)AA™'=04"' - B-C=0 - B=C

1 -1 31
81 a) Por ejemplo, si B= (2 3) y C= (O 1), entonces

32
32
b) Debe existir A~

A-B:( ):A-C, pero B = C.

82 a) Multiplicamos por Al por la izquierda en la igual-
dad:

AB+BA=0 - A'AB+ A7'BA=0 — B+ A"'BA=0

Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por Al
por la derecha:

BA' + A'BAA1 =0 — BA '+ A7'B=0
1 1
b) B = (—1 —1>
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83 X-A(I-4? x- (P 7
B - “\3/2 12
84 XA2+BA=A* > (X—-DA*=-BA
X—IT=-BA!' -5 X=1-BA™!

01\ ,, (0-1
s 40 1) a0 )
0 b
oo 1- (", )

8'7 Sila matriz es antisimétrica, k= 0.

Las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3 son de la

forma:
0 &6 b
A=|-b6 0 b |, con be R.
b —b 0
88 Una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k = 0, es de
la forma:
-+ /0
A= f 0 —f], con fe R.
0 - f
2—-F  f 1
8§89 A=| f 1 2-f], con fe R.
1 2-f f

60 a) A2-24=3] - AA-20)=3] > A. %(A—zl) _
Por tanto, A es invertible y su inversa es:

Al %(A—Zl)

b) A3 =74+ 6I
e 2—¢ —(c+1)(c-3)
©) A= y=(c+1)(c=3) c
" 2-¢ —=(c+1)(c-3)
T \=V=(+1(c=3) ¢

6l Si A=A > A(A) =1

10-x> 0 (1 0)
= -
0 10—x*/ \0 1

Autoevaluacion

10— x2=1

x=%3

1Sia4=3 > mnA)=2. Sia=23 — ran(4)=3

& B debe ser una matriz de dimensién 3 X 2.

4 c Pibe blavd)
B A - s A% =
<5 d) (c(a+d) d? +be
2
(A2 _ ( a’+bc c(a+d)>
bla+d) d*+be
2
(4 - ( a’+be c(zz+d))
bla+d) d°+bc



4An_(1 0) SR 22 52 302
S \5n 1 P TaAdAtl=2 -2 -1 bX=(0 -1 1/2
b -2 3 1 1/2 -1/2 1/2
S A-= (b ) :
a : 8 Sise afade una fila, puede tener, como méximo, rango 3,
1 3/2 0 2 luego no es posible que la nueva matriz tenga rango 4.
6 Las matrices buscadas son X = <3/2 1 ), = <_2 O)' :

9 T O

D[ 9% ol
B \1354 869




